Sur les intégrales réelles des équations différentielles et les forces centrales by Rémoundos, M. Georges
254 
SUR LES INTI~GRALES RI~ELLES DES t~QUATIONS DIFFt~RENTIELLES 
ET LES FORCES CENTRALES. 
Par M. Geopge8 Romoundos (Ath6nes). 
Adunanza del ~8 luglio x9o 7. 
x. Envisageons d'abord les 6quations diff6rentielles du premier ordre ayant la forme 
(x) dy _ M(x, y), 
dx- -  
M(x, y) d~signant une fonction mukiforme des coordonn~es x et y, c'est-~t-dire une 
fonction ayant plusieurs valeurs ~ chaque point du plan (xy). Nous nous bornons 
dans le domaine r&l. Le thbor~me fondamental de CAtSCHY sur l'existence des int& 
grales ne nous donne pas, comme on salt, des renseignements sur l'allure d'une courbe 
int~grale dans son parcours total: on comprend onc l'int6r& de tout r&ultat obtenu 
dans cette direction. 
D~montrer que les courbes intbgrales ne sauraient jamais renferrner quelques points 
du plan ou bien qu'eUes ne peuvent avoir tel ou tel trajeq c'est l~t des fairs intbres- 
sants auxquels nous devons fake attention. 
2. Si nous consid~rons une courbe int~grale, la d~riv6e d y Tx a une valeur unique 
et bien d&ermin& ~t chaque point de la courbe, sauf, peut-&re~ quelques points singu- 
liers. Appelons courbes de permutation de branches de la fonction M(x, y), les courbes 
ferm&s ~) que le point (xy) dolt d&rire pour revenir ~t sa position initiale avec une 
nouvelle d&ermination. De telles courbes bien connues et d'un caract6re g~nbral (va- 
lable pour un point de d~part quelconque) existent dans le cas off la fonction M(x, y) 
est harrnonique rnukiforme. Soit par exemple 
M(x, y) + iN(x, y) --f(~) (z= x + iy), 
N(x, y) &ant une s conjugube a M(x, y) et f(~) une fonction analytique de ~; 
et plaqons-nous dans ce cas, pour fixer les id+es. 
Si nous appelons (E) l'ensemble des courbes de permutation des branches de la 
fonction M(x, y), la rernarque ci-dessus fake nous conduit au thLor~rne suivant: 
Trl#. OR~ME.- Aucune courbe intggrale ne saurait appartenir d rensemble (E). 
x) Ces courbes sont g~n~ra~ement suppos~es parfaitement r6guli~res (d~pourvues de points mul- 
tiples, par exemple); mais nous n'avons pas ici besoin de cette restriction. 
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Nous savons, en effet, que chaque courbe de l'ensemble (E) permute les valeurs 
de la fonction M(x, y) en chaque point, tandis que ]a d~rivt~e ne saurait avoir plusieurs 
valeurs qu'aux points ~t plusieures tangentes; il faut m~me remarquer que ces points 
singuliers (~t plusieures tangentes) n'existent pas ordinairement sur les courbes de per- 
mutation de branches, ce qui n'est pas indispensable pour notre th~or~me. 
Prenons l'exemple suivant :
M(x, y)= p(x, y), 
p(x, y) d6signant la partie r~elle ou bien la partie imaginaire (le coefficient de i) de la 
fonction analytique 1/;~- ~, ~ &ant l'affixe d'un point du plan. D'apr6s notre th+o- 
r6me, aucune courbe int+grale ne saurait renfermer le point ; ( - -  a. 
D'une faqon plus g+n~rale, s ip (x, y) est la partie rfielle ou imaginaire de la fonction 
- . . .  - 
aucune courbe intLgrale ne saurait renfermer un nombre impair de points: 
~=~,  ~='~2,  " " ,  a~=% 9 
Ces deux exemples permettent au lecteur de conprendre la nature et la port~e des 
applications que l'on peut faire avec notre th~or~me si simple ~t d~montrer. 
8. Nous avons un th~or~me et des consequences identiques pour les courbes in- 
t~grales d'une 6quation diff~rentielle du deuxi~me ordre de la forme 
d X 2 - -  
M(x, y) d~signant aussi une fonction multiforme des coordonn~es x et y. 
La seconde d&iv~e y" a en effet aussi une valeur unique ~t chaque point d'une 
courbe, sauf quelques point singuliers (points multiples), tandis que une courbe de per- 
nmtation de branches est m~me suppos~e parfaitement r~guli~re [d@ourvue, par exem- 
ple, de points multiples et de points d'inflexion 2)]. On se rend ais~ment compte de 
cette propri&6 de la d6riv~e y" en se reportant ~t la formule 
I 
y tt ~ 
cos  3 
d6signant le rayon de courbure et ~ l'angle de la tangente avec la partie positive de 
l'axe des x. 
Nous avons 6videmment des r~sultats analogues pour les courbes int~grales d'6- 
quations diff6rentielles d'une forme plus g6n6rale 
R(x, y, y ,  ' y")  --- M(x ,  y), 
le premier membre &ant une fonction rationnelle a) des x, y et des d+riv~es y' et y", 
et M(x, y) d~signant une fonction multiforme t, en particulier, une fonction harmo- 
nique multiforme. 
2) Cela n'est pas indispensable pour notre th6or~rne. 
a) Ou plus g6n~ralement u e fonction uniforme des variables x, y, y, y". 
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Aucune courbe inWgrale Nelle ne saurait appartenir ~ l'ensetnble (E) des courbes de 
permutation des branches de Ia fonction M(x, y). 
La d6monstration est la mSme que dans les cas particuliers pr6c6dents; elle tient 
~t ce que le premier membre n'a qu'une valeur unique A chaque point d'une courbe 
int~grale, sauf quelques points singuliers (points multiples, points anguleux e ben  g& 
n@al~ points ~t plusieurs tangentes ou ~t plusieurs rayons de courbure). 
I1 s'agit, bien entendu, toujours de courbes de permutation qui permutent les 
branches de M(x, y) quel que soit le point de dbpart. 
Telles sont les courbes de permutation des branches des fonctions analytiques de 
K- -x+iy ,  ou bien des fonctions harmoniques des deux coordonn&s x et y que nous 
connaissons par la th6orie des fonctions. 
4. I1 est clair que l'bquation diffbrentielle peut bien &re d'ordre quelconque, pourvu 
qu'elle soit toujours de la m6me forme: 
R[x, y, y', y", . . .  y(V)] __ M(x, y), 
off R[x, y~ y', . . .  y(v)] dbsigne une fonction uniforme des coordonn&s x, yet  des 
d@iv&s y', y", ... y(~). 
Nous devons remarquer que, lorsque l'~quation diff~rentielle est d'ordre sup~rieur 
~t deux, il peut y avoir des points exceptionnels, pour lesquels le premier membre 
R[x, y, y', ... y(~)] de l'~quation 'ait pas une valeur unique, et qui soient des points 
r~guliers de la courbe intbgrale; ces points seront singuliers (points de rebroussement) 
d'une au moins des diff6rentes d&elopp&s de la courbe int~grale, les rayons de cour- 
bure d'ordre supbrieur pouvant avoir plusieurs valeurs en ces points. Nous savons, par 
exemple, qu'aux sommets d'une ellipse, d'une hyperbole ou d'une parabole correspondent 
des points de rebroussement sur leurs dc~velopp6es, tandis que les sommets des courbes 
coniques ont des points r6guliers pour ces courbes. 
Mais il est clair que l'existence de tels points ne nous emp&he pas d'arriver ~t la 
m~me conclusion que dans le cas du premier ou du second ordre~ puisque il existe 
toujours des points off le premier membre 
R[x, y, y', . . .  yU)] 
n'a qu'une valeur unique. 
5. Dans les paragraphes pr&6dents nous avons envisag~ l'ensemble (E) des courbes 
de permutation des branches de la fonction M(x~ y); il faut bien se rendre compte de 
rexclusion des courbes sur lesquelles la foncfion M(x, y) ne change de valeur que pour 
certains points de ddpart (fun ensemble fini ou ddnombrable); pour ces courbes notre 
thbor~me n'est pas en g6n6ral applicable ,h une courbe int6grale, pouvant bicn co~ncider 
avec une teUe courbe; il peut arriver, en effet, que les points singuliers d'une courbe 
int~grale coYncident bien avec les points off la fonction M(x, y) n'a pas une seule valeur, 
mais une telle courbe ne saurait plus &re appel& courbe de permutation de branches 
de la fonction M(x, y): une courbe de permutation se caractbrise par le fair que, en 
tous ses points, la fonction p~ss6de plusieurs valeurs qui se permutent lorsque nous 
revenons au point de d~part apr6s avoir tourn6 sur la courbe. 
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Ces remarques ervent ~t ~claircir le sens et l'intelligence de notre th&or~me. 
I1 est clair que notre thSorSme fournit des applications utiles dans les problSmes 
de M~canique o0 les trajectoires atisfont ~t des ~quations diff&entielles de la forme 
examinee dans ce travail. 
Tels sont les probl~mes off nous recherchons les trajectoires auxquelles donnent 
lieu les forces centrales, fonctions multiformes de la position du mobile, ou bien encore 
fonctions uniformes de la position du mobile. 
Nous avons en effet, pour les forces centrales, les formules :
du 2 
F = - m 7 + a02 j, 
i - 
V ddsignant la vitesse, F la force, u =- - ,  r le rayon polaire, c la constante des aires. 
f 
du d'u Les d6riv~es ~ et ~ &ant, dans des cas 6tendus, 6gales ft. des fonctions multiformes 
de la position du mobile, nous avons dans des cas g6n~raux les conditions n~cessaires 
pour l'application de notre th~or~me; il est en effet facile de voir que les d6riv6es 
d(+) I d'(+) 
dO - -  r tgo  ' dO' 
ont une valeur unique ~i chaque point d'une courbe, sauf quelques points singuliers, 
s'il en existe; o d6signe l'angle form6 par la tangente et le rayon polaire. En g6n~ral 
tout ce que nous avons dit pour les d6riv~es des coordonn~es rectangulaires peut se 
r@6ter aussi pour les d6riv~es des coordonn6es polaires. Nous terminerons ce travail 
avec la remarque suivante: Dans [e cas oCl il existe sur la courbe int~grale des singu- 
laritds telles que les points de rebroussement, il arrive que, apr~s avoir tourn~ sur la 
courbe form~e une ou plusieurs lois, la continuit6 nous ram~ne au point de d@art 
avec une nouvelle valeur de l'angle c? de la tangente avec le demi-axe positif des x ou 
bien de l'angle ~o de la tangente avec le rayon polaire; mais comme la diff6rence des 
deux valeurs est 6gale ~ x (~t deux angles droits) la tg qa ou bien tg co ne changeront 
pas de valeur. 
Par cons6quent, ces singularit~s n'influent pas sur l'uniformit6 des d~riv6es dy ou 
dr 
d-O aux autres points (r~guliers) de la courbe. 
Ath~nes, 14 juiUet t9o 7. 
GEORGES R~.MOU ~DOS. 
Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIV (a ~ sere, 19o7).--Stampato il x 9 agosto 19o'/. 33 
